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SINOPSE

O objetivo deste artigo é apresentar alguns resultados clássicos para a existência de
soluções não negativas para sistemas lineares comuns em análise de insumo-produto. O
texto é dividido em duas seções. Na primeira, é apresentada a matriz dos coeficientes técni-
cos, que é o fundamento da análise de insumo-produto, são definidas as matrizes de Leontief
e Jones e são explicados os sistemas fundamentais. Na segunda seção, apresentam-se con-
dições para a existência de soluções não negativas para os sistemas lineares de Leontief,
demonstra-se o muito bem conhecido teorema de Hawkins-Simons, define-se a raiz de Frobeniu
e obtem-se a série de Newmann para a matriz de Leontief e Jones.
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1 AS MATRIZES DE LEONTIEF E JONES

O modelo de insumo-produto foi desenvolvido na década de 1930 por Wassily
Leontief, que, em 1973, recebeu o prêmio Nobel por sua criação. Seu sucesso se
deve ao fato de utilizar dados da economia real que podem ser obtidos de maneira
relativamente fácil. Os economistas teóricos viram nele um modelo simples de equi-
líbrio geral adequado para testes empíricos; os economistas voltados para o plane-
jamento encontrarem nele um auxiliar valioso.

Leontief imaginou a economia dividida em n setores, produzindo e consu-
mindo n bens, e se fixou nas trocas entre esses setores. As suposições básicas de
seu modelo são:

a) existem n setores, produzindo n bens, indexados por i = 1, 2, ..., n, que são
consumidos, comercializados ou investidos;

b) cada setor produz um único e exclusivo bem; setores diferentes produzem
bens diferentes; em outras palavras, existe uma relação um a um entre
bens e setores;

c) cada setor produz o bem j correspondente através do consumo dos bens i
= 1, 2, ..., n em proporções fixas, ou seja, a quantidade de unidades
consumidas x

1
, x

2
, ..., x

n
, dos bens i = 1, 2, ..., n, respectivamente, por

unidade do bem j produzido, é constante.
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Notemos por d
i
 a demanda final do bem i; d

i
 representa as quantidades do

bem i reservadas para consumo governamental, exportação, investimento e consu-
mo familiar. Sejam v

1
, v

2
, ..., v

n
 os valores adicionados dos bens 1, 2, ..., n.

Existem no modelo de insumo-produto duas expressões básicas: o sistema
linear

∑
=

=

==⋅−
nj

j
ijiji nidxax

1

 ..., 2, 1,  para ,
,

que representa a estrutura de produção, e

∑
=

=

==⋅−
ni

i
jiijj njvxax

1

*  ..., 2, 1,  para , ,

que representa o fluxo de valores na economia.
Representamos por x

ij
 a quantidade do bem i, produzido pelo setor i, neces-

sário para a produção do bem j, ou seja, x
ij
 representa o consumo intersetorial.

Então, com base em
x

i
 = x

i1
 + x

i2
 + ... + x

in
 + d

i
, para i = 1, 2, ..., n,

definimos o coeficiente técnico

ni
x

x
a

j

ij
ij  ..., 1,2, para , == ,

que é a quantidade necessária do bem i para produzir uma unidade do bem j.
Portanto,

x
i
 = a

i1
 . x

1
 + a

i2
 . x

2
 + ... + a

in
 . x

n
 + d

i
, para i = 1, 2, ..., n.

Escrevendo na forma matricial, teríamos
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ou seja, se A = (a
ij
), X = (x

j
), D = (d

j
), então X = A . X + D. Portanto,

(I – A) . X = D,
onde I é a matriz identidade n ́  n. A matriz A é dita matriz dos coeficientes técni-
cos; o vetor D é dito vetor de demanda. Escrevendo o sistema (I – A) . X = D
explicitamente, obtemos

nnnnn

nn

nn

dxaxa

dxaxaxa

dxaxaxa

=⋅−+⋅−

=⋅−⋅−+⋅−
=⋅−⋅−⋅−

)1(

)1(

)1(

11

22221121

11212111

LL

LLLLLL

L

L

.

As equações acima são chamadas equações de análise interindustrial de
Leontief. O problema é obter o produto X em função da demanda D, ou seja, resol-
ver o sistema acima. Se a matriz (I - A) é inversível, então,

X = (I – A)-1 . D.
A matriz (I – A)-1 = K é chamada matriz de Leontief. Essa matriz nos permite

calcular as quantidades totais necessárias, direta e indiretamente, para a produ-
ção de x

1
, ..., x

n
 em função das demandas finais d

1
, ..., d

n
.

Se escrevemos K = (k
ij
), então k

ij 
representa a variação na quantidade x

i
 quando

aumentamos a demanda d
j
 de uma unidade. Por isso, diz-se que o coeficiente k

ij
 da

matriz de Leontief representa o impacto da demanda pelo bem produzido no setor
j. O impacto total para trás que o setor j causa na economia é dado por

jnjj

n

i
ijj kkkkK +++== ∑

=

K21
1

. .

Estamos medindo as quantidades dos bens produzidos nas suas unidades
originais de medida, ou seja, ferro em toneladas e automóveis em unidades. O
coeficiente técnico a

ij
 representa a quantidade do bem i, na sua unidade usual de

medida, necessária para a produção de uma unidade do bem j, também medido na
sua unidade original. Na prática, isso é impossível; por isso, utilizamos, em vez das
unidades originais, os fluxos monetários, substituindo a

ij
 por
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Definimos uma unidade física comum a todos os bens, que corresponde à
quantidade física do bem que podemos adquirir com uma unidade monetária. Nes-
se caso, x

i
 representa tanto a quantidade do bem i quanto o preço dessa quantida-

de. Quando todos os bens estão expressos em unidades monetárias a
ij
 = *a

ij
.

A expressão
x

1j
 + x

2j
 + ... + x

nj
que é desprovida de sentido se não temos uma unidade comum de medida, passa a
respresentar o total de compras do setor j. Definimos

i

ij
ij x

x
a =* ,

que representa a fração do bem i consumida na produção do bem j, ou a fração do
valor desse bem incorporada por unidade do bem j. Observe-se que

iijjijij xaxax ⋅=⋅= *
.

A expressão

jnjjjj vxxxx =+++− )( 21 K

representa a diferença de valor entre o valor do bem j e o valor dos insumos empre-
gados, que definimos como o valor adicionado v

j
. Podemos escrever a expressão

acima como

j
n

nj
n

jj
j v

x

x
x

x

x
x

x

x
xx =⋅++⋅+⋅− )(

2

2
2

1

1
1 K ,

ou

jvaxaxaxx jnjnjjj  ..., 2, 1, para ,)( **
22

*
11 ==⋅++⋅+⋅− K

.

Escrevendo na forma matricial
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ou

tt VAIX =−⋅ ∗ )( ,

onde Xt e Vt são os vetores X e V transpostos. Se a matriz (I – A*) é inversível, então,

1)( −∗−⋅= AIVX tt .

A matriz (I – A*)-1 = K* = ( *
ijk ) é dita a matriz inversa de Jones. A partir da

expressão acima, obtemos
**

22
*
11 njnjjj kvkvkvx ⋅++⋅+⋅= K

portanto, *
ijk   indica a variação de valor no setor j se aumentar de uma unidade o

valor de venda do setor i. Disso se deduz que
**

1
*
. inii kkK ++= K

indica a variação de valor agregada ao setor i, aumentando o valor de venda de

uma unidade. O número iij xa ⋅*   representa o valor pago para o setor i pelo setor j

para cada unidade de j produzida.

njvxaxaxax jnnjjjj  ..., 2, 1, para ,*
2

*
21

*
1 =+⋅++⋅+⋅= K

.

Transpondo o sistema Xt = Vt . (I – A*) –1, temos
(I – (A*)t)-1 . V = X,

ou
(I – (A*)t) . X = V.
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Escrevendo explicitamente, temos:

nnnnn
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vxaxa

vxaxaxa

vxaxaxa
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*
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L

L

.

2 A EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES

Nos sistemas apresentados, a questão não se reduz a encontrar soluções ou
saber se as matrizes de Leontief e de Jones existem.

Temos sistemas lineares

nnnnn
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nn

yxbxb

yxbxb

yxbxb

=⋅++⋅

=⋅++⋅
=⋅++⋅

L

LLLLLLL

L

L

11
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,

onde 0≤ijb , para ji ≠ , e 0),,( 1 ≥= nyyY K , isto é, },,1{,0 niyi K∈∀≥ .
Queremos estabelecer condições sob as quais existe solução

0),,( 1 ≥= nxxX K .
Dizemos que o sistema linear B . X = Y é;
I) fracamente solúvel se,

para algum 0),,( 1 >= nyyY K , existe solução 0),,( 1 ≥= nxxX K ;

II)  fortemente solúvel se

0),,( 1 ≥=∀ nyyY K  existe solução 0),,( 1 ≥= nxxX K .

Para uma matriz B = (b
ij
), dizemos que B cumpre a condição de Hawkins-

Simon(H – S) se
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Teorema 1 As condições I) , II)  e (H – S) são equivalentes, isto é,

)()) SHIII −⇔⇔ .
Prova

)() SHI −→
O sistema é fracamente solúvel. Portanto, existe Y = (y

1
, ..., y

n
) > 0 tal que o

sistema B . X = Y tem solução 0),,( 1 ≥= nxxX K . Primeiramente, observemos
que

012121111 >⋅−−⋅−=⋅ nn xbxbyxb K ,

pois 01 ≤jb , para 2≥j , 0≥jx  e 01 >y . Então, 0111 >∆=b . Provemos a propo-

sição por indução em n. Para n = 1, o resultado é óbvio pela observação anterior.
Supondo o resultado para 1, ..., n – 1, consideremos o sistema
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Como b
11

 > 0, podemos eliminar b
i1
, por linha-redução, para 2≥i  e obter um

sistema equivalente
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Como ,01 ≤jb 01 ≤ib  e 0>iy  para 2, ≥ji , então, 0≤′ijb  para ji ≠ e 0>′iy

para 2≥i . O sistema )1()1( −×− nn
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é fracamente solúvel, pois ( ) 0,,2 ≥nxx K . Pela hipótese de indução,
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0

0
11

2

222

11211

11

22221

11211

>∆′⋅=

′′

′′
==∆ k

kkk

k

k

kkkk

k

k

k b

bb

bb

bbb

bbb

bbb

bbb

L

LLLL

L

L

L

LLLL

L

L

,

pois b11 > 0.

))( IISH →−
A prova é também por indução sobre n. Para n = 1, o resultado é óbvio, pois,

por hipótese, 0111 >=∆ b  se 01 ≥y , então, 0
11

1
1 ≥=

b

y
x . Supondo o resultado

válido para )1(,,1 −nK , consideremos o sistema )(∗ . Então, por linha-redução,

obtemos )(∗∗ . Para o sistema )( ∗∗∗ , temos

0
11

>
∆

=∆′
b

k
k ,

pois, por hipótese, 0>∆ k . Portanto, vale (H – S) para o sistema )( ∗∗∗  de ordem

)1()1( −×− nn  e como 0, 11 ≤ij bb , para 2, ≥ji ; então,

jib
b

bb
bb ij

ij
ijij ≠≤≤

⋅
−=′  se ,0

11

11
.

Por hipótese de indução, o sistema )( ∗∗∗  é fortemente solúvel. Como 0≥iy ,
então

0
11

1 ≥
⋅

−=′
b

by
yy ii

ii

e, portanto, o sistema )( ∗∗∗  tem solução ( ) 0,,2 ≥nxx K . Neste caso,
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0
11

12121
1 ≥

⋅−−⋅−
=

b

xbxby
x nnK

.

Evidentemente, 0),,,( 21 ≥nxxx K  é a solução de )(∗  e o resultado é válido

para n, ou seja, )(∗  é fortemente solúvel.

)) III →  Óbvio.
Consideremos sistemas da forma, que chamamos sistema básico,

)(
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ρ

ρ
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L
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L
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chamado sistema dual.

Sejam ∑
=

=

=
nj

j
iji ar

1

e ∑
=

=

=
ni

i
ijj as

1

Teorema 2 (Critérios de Brauer-Solow)

i) Se  , ⇒∀> iriρ valem I), II ), (H – S) para o sistema básico.

ii) Se  , ⇒∀> jsjρ valem I), II ), (H – S) para o sistema básico.
Prova:
Seja
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121 ==== nxxx K  é a solução desse sistema. Portanto, o sistema básico é fraca-

mente convergente(I). Observe-se que não é possível relaxar a condição iri ∀> ,ρ ,

para iri ∀≥ ,ρ .
Seja o sistema

)(

)(

)(

11

2222112

1221111

nnnn

nn

nn

yaya

yaxaya

yayaya

=⋅−+−⋅−

=⋅−⋅−+⋅−
=⋅−⋅−⋅−

ρ

ρ
ρ

L

LLLLLL

L

L

121 ==== nyyy K  é a solução desse sistema. Então, o sistema dual é fraca-

mente convergente(I); portanto, vale (H – S) para o sistema dual, ou seja,

1 para ,0

21

22221

12111

≥>

−−−

−−−
−−−

k

aaa

aaa
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kkkk

k

k

ρ

ρ
ρ

K

KKKK

K

K

.

Como o determinante de uma matriz M é igual ao determinante da matriz
transposta Mt, concluímos que
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1 para ,0
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22212

11211
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ρ
ρ
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ou seja, vale (H – S) para o sistema básico.
Do ponto de vista econômico, é razoável exigir

nj
x

xxx

j

njjj ,,2,1 para ,121
K

K

=<
+++

,

ou seja,

njaaa njjj ,,2,1 para ,121 KK =<+++ ,

e

ni
x

xxx

i

inii ,,2,1 para ,121
K

K

=<
+++

,

ou seja,

niaaa inii ,,2,1 para ,1**
2

*
1 KK =<+++ .

Portanto, os critérios de Brauer-Solow asseguram a existência de soluções
não negativas para os sistemas (I – A) . X

1
 = D e (I – (A*)t) . X

2
 = V.

Dizemos que B satisfaz I), II ) e (H – S), caso o sistema B . X = Y satisfaça as
condições I), II ) e (H – S).

Seja B uma matriz, dizemos que B é não negativa, 0≥B , se 0≥ijb , para

ji,∀ ; caso b
ij
 > 0, para ji,∀ , dizemos que B é positiva e escrevemos B > 0. Da

mesma maneira, definimos um vetor 0),,( 1 ≥= nxxX K  ou 0),,( 1 >= nxxX K .
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Teorema 3

Seja 0≥B , matriz n x n, tal que 0≤ijb  se ji ≠ . B-1 existe e 01 ≥−B  se e só

se B satisfaz I), II ), (H – S).
Prova

→Se B-1 existe e 01 ≥−B , então, a solução do sistema B . X = C é dada por

01 ≥⋅= − CBX . Portanto, o sistema B . X = C é fortemente solúvel, ou seja, B
satisfaz I), II ), (H – S).

←Seja























←=

0

1

0

K

K

jE j ,

o vetor ),,,,,( 21 njijjj δδδδ KK , onde 0=ijδ , se ji ≠  e 1=ijδ  se ji = . Como

vale (H – S), então o sistema B . X = E
j
 tem solução 0≥jX . A matriz cujas colunas

são as soluções X
j 
, j = 1, 2, ..., n é a matriz inversa B-1. Como 0≥jX , então 0≥B .

Corolário 4

Seja A, matriz n ́  n, 0≥A , ℜ∈ρ .

0)( 1 ≥−⋅ −AIρ  se e só se )( AI −⋅ρ  satisfaz I), II ), (H – S).

Seja A matriz n ´  n, 0≥A , ℜ∈ρ , definimos o conjunto

)}(),), satisfaz  )( se |{)( SHIIIAIAM −−⋅ℜ∈= ρρ .

Teorema 4

Seja A, matriz n x n, 0≥A , ℜ∈ρ . )),(()( +∞= AAM λ  e 0)( ≥aλ .
Prova

Consideremos as matrizes )( AI −⋅ρ . Como

Teor. Evid. Econ., Passo Fundo, v. 6, n. 11, p. 125-144, nov. 1998



138

K

K

KKKK

K

K

+⋅=

−−−

−−−
−−−

=∆ k

kkkk

k

k

k p

aaa

aab

aaa
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11211

ρ
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é um polinômio unitário de grau k em ρ , então, +∞=∆+∞→ kρlim . Portanto, para

valores suficientemente grandes de r , r  Î  M(A), ou seja, M(A) ¹  0. Digamos que

)(AM∈′ρ , seja ρρ ′≥ , então )()( AIAI −⋅′≥−⋅ ρρ . Como )(AM∈′ρ , se

0≥′c , o sistema cxAI ′=⋅−⋅′ )(ρ  tem solução 0≥x , mas

cxAIcxAI ′=⋅−⋅′≥=⋅−⋅ )()( ρρ . Portanto, o sistema cxAI =⋅−⋅ )(ρ  tem

solução 0≥x , onde c > 0. Logo, )( AI −⋅ρ  satisfaz I) e )(AM∈ρ . Provemos que

se )(AM∈ρ , então, 0≥ρ . Suponhamos que 0<ρ , então,

)()()( 222111 ⋅−⋅++⋅−⋅+⋅−⋅ ininiiii xaxaxa ρδρδρδ K , para i = 1, 2, ...,
n.

Portanto, 0 ,0)( ≥∀≤⋅−⋅ xxAIρ , logo, )( AI −⋅ρ  não satisfaz II).
Seja

)(inf)( AMA =λ .

Provemos que )()( AMA ∉λ . Se )()( AMA ∈λ , então dado c > 0, existe 0≥x

tal que cxAIA =⋅−⋅ ))((λ . Como c > 0, existe ℜ∈ε , tal que 0>⋅− xc ε . Então,

xAIA ⋅−⋅− )))((( ελ = 0>⋅− xc ε , ou seja, )())(( AMA ∈− ελ , o que é uma con-

tradição. A conclusão de todas as observações acima é que M(A) é um intervalo

aberto da forma )),(( +∞Aλ , com 0)( ≥Aλ .

Teorema 6

Seja 0≥A , matriz n x n, então, )(Aλ  é autovalor de A e existe um autovetor

0≥x  de A, associado ao autovalor )(Aλ .
Prova
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Fixemos c > 0. Seja )(AM∈ρ , o sistema cxAI =⋅−⋅ )(ρ  tem uma única

solução 0≠x  designemos essa solução por )(ρx .

Seja ρρ >′ , como )()()()( ρρρρ ′⋅−⋅′==⋅−⋅ xAIcxAI , então,

0)()()()( =′⋅+′⋅′−⋅−⋅ ρρρρρρ xAxxAx . Portanto,

)()())()(())()(( ρρρρρρρρ ′⋅−′=′−⋅−′−⋅ xxxAxx ,
ou

0)()())()(()( ≥′⋅−′=′−⋅−⋅ ρρρρρρ xxxAI .

Então, 0)()( ≥′− ρρ xx , o que implica )()( ρρ ′≥ xx .
Seja r

1
 > r

2
 > ¼  > r

m
 >¼ > l (A) uma seqüência decrescente convergindo

para l (A). Pelo que estabelecemos acima, temos x(r
1
) £ x(r

2
) £ ¼  £ x(r

m
) £ ¼ . A

seqüência de vetores x(r
m
) não é limitada em Â n. Se essa seqüência fosse limitada,

então, teria subseqüência limitada pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, que asse-
gura que toda a subseqüência limitada em Â n tem subseqüência limitada. Seja

)(
kmx ρ  uma subseqüência convergente de x(r

m
), convergindo para x ³  0, então

cxAIAxAI
kk mm =⋅−⋅→⋅−⋅ ))(()()( λρρ . Como c > 0, então, l (A) e M(A), que

sabemos que é falso pelo teorema anterior. Portanto, +∞→)( mx ρ .
Por outro lado,

1

)(

)(
S

x

x

m

m ∈
ρ
ρ

,

onde S1 é a esfera dos vetores nx ℜ∈  tal que 1=x . Pelo teorema de Bolzano-
Weierstrass, existe

0 e 
)(

)(
1 ≥∈→ xSx

x

x

k

k

m

m

ρ

ρ
.

Então,
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)()(

)(
)(

kk

k

k

mm

m

m
x

c

x

x
AI

ρρ

ρ
ρ =⋅−⋅ ,

mas 0
)(

→
kmx

c

ρ
 e xAIA

x

x
AI

k

k

k

m

m

m ⋅−⋅=⋅−⋅ ))((
)(

)(
)( λ

ρ

ρ
ρ . Portanto,

0))(( =⋅−⋅ xAIAλ ,
ou seja, l (A) é autovalor de A e x ³  0 é autovetor associado.

Se A matriz n ́  n, definimos

} de realautovalor  é |sup()( AA λλϕ = ,
j (A) é raiz de Frobenius de A. Para A ³  0, acabamos de provar que l (A) é autovalor
e como para todo r > l (A), r Î  M(A), então, l (A) é a raiz de Frobenius de A.

Lema 7

Seja 0≥A  e nx ℜ∈≤0  tal que )(0)( AxAI λµµ ≤→≤⋅−⋅ .
Prova

Digamos que cxAI =⋅−⋅ )(µ , então 0)()( ≥−=−⋅−⋅ cxAIµ . Se

)(Aλµ > , o sistema cyAI −=⋅−⋅ )(µ  tem uma única solução 0≥y , como

0≤− x , então, )(Aλµ ≤⋅ .

Teorema 8

Se ∈ω  C é autovalor complexo de )(0 AA λω ≤→≥ .
Prova

Seja n
n Cxxxx ∈= ),,,( 21 K  autovetor associado ao w, isto é, ω=⋅ xA , ou

nixxaxaxa ninii ,,2,1 para ,12211 KK =⋅=⋅++⋅+⋅ ω .
Ainda,

nininini xaxaxxaxa ⋅++⋅≤⋅=⋅++⋅ KK 11111 ω , para i = 1, 2, ..., n.
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Seja n
nxxxy ℜ∈= ),,,( 21 K , então,

yAy ⋅≤⋅ω ,

o que implica que )(Aλω ≤ .

Teorema 9

Seja B, matriz n x n, tal que 0≤ijb , para ji ≠ .

B satisfaz I), II ), (H – S) se e só se a parte real de todo o autovalor de B é
positiva.

Prova

→  Seja BIA −⋅= ρ . Escolhendo r  suficientemente grande, temos 0≥A .
Seja l (A) a raiz de Frobenius de A. Seja b um autovalor de B,

)det(()det()det(0 AIIBI ⋅−=−⋅+⋅−=+⋅−= βρρββ ,

então, )( B−ρ  é autovalor de A . Portanto, )(Aλβρ ≤− , então,

ρλβρβρ <≤−≤− )()( AReal ,

então, 0)( >βReal .

←
Suponhamos que w é autovalor de B e que Real(w)>0. Seja

xABI ,, =−⋅ℜ∈ ρρ  autovetor associado ao l (A), então,

xAxAIxB ⋅−=⋅−⋅=⋅ ))(()( λρρ .

Portanto, ))(( Aλρ −  é autovalor de B. Como ℜ∈ρ , então, por hipótese,

0))(( >− Aλρ , que implica que )(Aλρ > . Então, B satisfaz I), II), III), (H – S).

Teorema 10

Seja 0≥A , matriz n x n, l (A), a raiz de Frobenius de A, então,

Teor. Evid. Econ., Passo Fundo, v. 6, n. 11, p. 125-144, nov. 1998



142

∑
∞

=

−−⋅=





⋅→>

1

1)(
1

)(
k

k

AI
A

A ρ
ρρ

λρ .

Prova
Consideremos

1

1

13

2

2
)( +

+

+ −=





++++⋅−⋅

n

n

n

n A
I

AAAI
AI

ρρρρρ
ρ L .

Como )(Aλρ > , então, )( AI −⋅ρ  é inversível. Portanto,







−⋅−⋅≤





++++ +

+
−

+ 1

1
1

13

2

2
)(

n

n

n

n A
IAI

AAAI

ρ
ρ

ρρρρ
L

Como 0≥A , então,

1
13

2

2
)( −

+ −⋅≤





++++ AI

AAAI
n

n

ρ
ρρρρ

L ,

é uma seqüência não-decrescente limitada. Então,

T
AAAI

n

n

→





++++ +13

2

2 ρρρρ
L

e, conseqüentemente, 0
1

1

→+

+

n

nA

ρ
. Isso implica que 1)( −−⋅= AIT ρ .

Corolário 11

Se ∑
∞

=

−−=→<
1

1)(1)(
k

k AIAAλ

Prova
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Pelos critérios de Brauer-Solow, sabemos que as condições I), II), (H – S) são

satisfeitas pelas matrizes )1( AI −⋅  e ))(1( * tAI −⋅ , portanto, 1))((),( * <tAA λλ .
Logo, temos que

KK +++++= nAAAIK 2 ,
e

KK +++++= nAAAIK )()()( *2***

Podemos obter uma estimativa do erro cometido quando truncamos a série

em n. Seja },...,2,1,|sup{ njiaa ij ==  e n
n AAAIS ++++= K

2 , então,

a

a
Sk

n

ijnij −
≤−

+

1
)(

1

,

e se n
n AAAIS )()()( *2*** ++++= K , },...,2,1,|sup{ ** njiaa ij == ,
Então,

)(1

)(
)(

*

1*
**

a

a
Sk

n

ijnij −
≤−

+

.
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SYNOPSIS

LEONTIF’S SYSTEMS

The objective of this article is to present some classic results for the existence of non-
negative solutions for common linear systems in input-output analysis. It is divided in two
sections. The first section presents the basics of input-output analysis, the matrix of the
technical coefficients, Leontief’s and Jones’s matrices are defined and fundamental systems
are explained. The second section presents conditions for the existence of non-negative
solutions for Leontief’s linear systems, the Hawkins-Simons’s very well-know theorem is
demonstrated, the Frobeniu’s root is defined and Newmann’s series for Leontief’s and Jones’s
matrix is obtained.

Key-words: input-output analysis, linear systems.

SINOPSIS

SISTEMAS DE LEONTIEF

El objetivo deste artículo es presentar algunos resultados clásicos para la existencia
de soluciones no negativas para sistemas lineares comunes en análisis de insumo-producto.
O texto es dividido en dos secciones. En la primera sección, es presentada la matriz de
coeficientes técnicos, que es el fundamento de análisis del insumo-producto, son definidas
las matrices de Leontief y Jones y son explicados los sistemas fundamentales. En la segunda
sección, se presentan las condiciones para la existencia de soluciones no negativas para los
sistemas lineares de Leontief, se demuestra el muy bien conocido teorema de Hawkins-Simons,
se define la raíz de Frobeniu y se obtiene la serie de Newmann para la matriz de Leontief y
Jones.

Palabras clave: análisis de insumo-producto, sistemas lineares.
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