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SINOPSE

O objetivo deste artigo é apresentar alguns resultados classicos para a existéncia de
solugdes ndo negativas para sistemas lineares comuns em andlise de insumo-produto. O
texto é dividido em duas se¢fes. Na primeira, é apresentada a matriz dos coeficientes técni-
cos, que é o fundamento da analise de insumo-produto, sédo definidas as matrizes de Leontief
e Jones e sdo explicados os sistemas fundamentais. Na segunda se¢ao, apresentam-se con-
digdes para a existéncia de solu¢Bes ndo negativas para os sistemas lineares de Leontief,
demonstra-se o muito bem conhecido teorema de Hawkins-Simons, define-se a raiz de Frobeniu
e obtem-se a série de Newmann para a matriz de Leontief e Jones.
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1 AS MATRIZES DE LEONTIEF E JONES

O modelo de insumo-produto foi desenvolvido na década de 1930 por Wassily
Leontief, que, em 1973, recebeu o prémio Nobel por sua criagdo. Seu sucesso se
deve ao fato de utilizar dados da economia real que podem ser obtidos de maneira
relativamente facil. Os economistas tedricos viram nele um modelo simples de equi-
librio geral adequado para testes empiricos; os economistas voltados para o plane-
jamento encontrarem nele um auxiliar valioso.

Leontief imaginou a economia dividida em N setores, produzindo e consu-
mindo n bens, e se fixou nas trocas entre esses setores. As suposicfes basicas de
seu modelo s&o:

a) existem N setores, produzindo N bens, indexados pori =1, 2, ...N, que s&o

consumidos, comercializados ou investidos;

b) cada setor produz um unico e exclusivo bem; setores diferentes produzem
bens diferentes; em outras palavras, existe uma relagdo um a um entre
bens e setores;

c) cada setor produz o bem | correspondente através do consumo dos bens i
=1, 2, ...,n em proporgdes fixas, ou seja, a quantidade de unidades
consumidas Xy Xy vees X, dos bens i = 1, 2, ...,n, respectivamente, por
unidade do bem | produzido, é constante.
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Notemos por di a demanda final do bem i; di representa as quantidades do
bem | reservadas para consumo governamental, exportacdo, investimento e consu-
mo familiar. Sejam Vi, V,, ..V 0S valores adicionados dos bens 1, 2, ...N.

Existem no modelo de insumo-produto duas expressfes basicas: o sistema
linear

j=n
X — ) a X, =d, para =1,2,...,n
2 ,

que representa a estrutura de producéo, e

X~ Zlf# [ =v;,paraj =1,2,...,n

que representa o fluxo de valores na economia.

Representamos por Xij a quantidade do bem i, produzido pelo setor i, neces-
séario para a produc¢do do bem |, ou seja, Xij representa o consumo intersetorial.
Ent&o, com base em

X=X, +X,+..+x +d,parai=1,2,..n,

definimos o coeficiente técnico

X; _
a, =L parai =1,2,..,n,
X;
que ¢é a quantidade necessaria do bem | para produzir uma unidade do bem ].
Portanto,
X=a, .x+ta,. x+.. +_am X, +,di, parai=1, 2, ...,n.
Escrevendo na forma matricial, teriamos
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ou seja, se A = (au.), X= (Xi)’ D= (dj), entdo X = A- X + D. Portanto,
(I-A) .X=D,
onde | é a matriz identidade N~ N. A matriz A é dita matriz dos coeficientes técni-

cos; o vetor D é dito vetor de demanda. Escrevendo o sistema (I — A) - X = D
explicitamente, obtemos

(1_a11) D(i —a, D(z —a, D(n = dl
_a21D(1 +(1_a21) D(z —a,, D(n = dz
_anl D(l +(l_ann) D(n = dn.

As equacdes acima sdo chamadas equacdes de analise interindustrial de
Leontief. O problema é obter o produto X em funcio da demanda D, ou seja, resol-
ver o sistema acima. Se a matriz (I - A) é inversivel, entéo,

X=(1-A-1.D.

A matriz (I — A)-1 = K é chamada matriz de Leontief. Essa matriz nos permite
calcular as quantidades totais necessarias, direta e indiretamente, para a produ-
¢&o de X,, ...,X em funcéo das demandas finais d,, ...,d .

Se escrevemos K = (ku) entao kIj representa a variagéo na quantidade X quando

aumentamos a demanda dj de uma unidade. Por isso, diz-se que o coeficiente ku‘ da
matriz de Leontief representa o impacto da demanda pelo bem produzido no setor
j. O impacto total para tras que o setor j causa na economia é dado por

n

K.. =Zkii =k, Ky oK,

i in
1=1

Estamos medindo as quantidades dos bens produzidos nas suas unidades
originais de medida, ou seja, ferro em toneladas e automoéveis em unidades. O
coeficiente técnico au. representa a quantidade do bem i, na sua unidade usual de
medida, necessaria para a produgdo de uma unidade do bem j, também medido na
sua unidade original. Na pratica, isso é impossivel; por isso, utilizamos, em vez das
unidades originais, os fluxos monetarios, substituindo au. por
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. b ,
* a” = L = a” Elp_'
X; Lp; P;

Definimos uma unidade fisica comum a todos os bens, que corresponde a
quantidade fisica do bem que podemos adquirir com uma unidade monetaria. Nes-
se caso, X, representa tanto a quantidade do bem i quanto o preco dessa quantida-
de. Quando todos os bens estdo expressos em unidades monetarias a; = *aij.

A expressao

X,; + Xy + ...+ X
que é desprovida de sentido se ndo temos uma unidade comum de medida, passa a
respresentar o total de compras do setor j. Definimos

a: = ﬁ ,
j X
que representa a fragdo do bem i consumida na produgéo do bem j, ou a frag&o do

valor desse bem incorporada por unidade do bem j. Observe-se que

Xij
A expressao

=a; [x; =a; X
X; = (% + Xy ..+ X)) =V, .
representa a diferencga de valor entre o valor do bem | e o valor dos insumos empre-

gados, que definimos como o valor adicionado \/j Podemos escrever a expressao
acima como

Xy X2 Xnj\ _
X; = B+ Xx, 0=+ +x, =) =v,,
Xl XZ Xn
ou

X = (% [y, +X, [By; +...+ X, mm.) =V, paraj =1,2,...,
Escrevendo na forma matricial
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b, - a,0 O

[
[ o x]-D o %] o op=EeE
%m annH @na

ou
X'l -AY) =V
onde X'e V! so os vetores X e V transpostos. Se a matriz (I —A") é inversivel, ent&o,
Xt=vigl-AH"
A matriz (I —A)-1 =K" = (ku) é dita a matriz inversa de Jones. A partir da
expressao acima, obtemos

X; =V, Ik, +v, Tky; +...+v, [K;

portanto, kij indica a variacao de valor no setor j se aumentar de uma unidade o
valor de venda do setor i. Disso se deduz que

K, =k, +...+k,
indica a variacdo de valor agregada ao setor i, aumentando o valor de venda de
uma unidade. O numero & [X, representa o valor pago para o setor i pelo setor j

para cada unidade de j produzida.

X, =ay; O +a, X, +...+a; [x, +v,,paraj =1,2,...,n-
Transpondo o sistema X' =V'. (I —A") -1, temos
(I-=AM-1.vV=X,

ou

(=AY . X=V.



130 Teor. Evid. Econ., Passo Fundo, v. 6, n. 11, p. 125-144, nov. 1998

Escrevendo explicitamente, temos:

(1_31*1)5(1 _a;1 D(z _a;l D(n =V
—a,  +(1-a,)K, - —a,, X, = VY
_a;nD(l +(1_a:1n)D(n = V.

2 A EXISTENCIA DE SOLUCOES

Nos sistemas apresentados, a questdo nao se reduz a encontrar solucdes ou
saber se as matrizes de Leontief e de Jones existem.
Temos sistemas lineares

bll D(1 + o F bln D(n =Y
b, + - + b X, =Y,
bnl D(1 + o F bnn D(n = Y.

onde b, <0, parai#j,eY=(y,,...,y,) 20, istoé, y, 20,0 {L...,n}.
Queremos estabelecer condi¢cbes sob as quais existe solucéo

X =(X,...,%,) 20
Dizemos que o sistema linear B- X = Y¢;
I) fracamente solGvel se,

paraalgum Y =(y,,...,Y,) >0, existe solugdo X =(x,...,X,)20;
[I) fortemente soltvel se

Oy =(Yy,-.-, Y,) 2 0 existe solugdo X =(X,...,X,)=0.
Para uma matriz B = (bij), dizemos que B cumpre a condigdo de Hawkins-
Simon(H —9) se
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b, b, by

=|bu|>01A2=E11 b12>O’A3=b21 by, b, >0,
oo by, by, by
b, - b,
_.’An: cee e e[ >0.
b, - by,

Teorema 1 As condigdes 1), II) e (H — S) s&o equivalentes, isto &,

)= 1) = (H=9).

Prova

1)~ (H-9)

O sistema é fracamente solUvel. Portanto, existe Y = (yl, ...,yn) > Otal que o

sistema B - X = Y tem solugdo X =(X,,...,X,) =2 0. Primeiramente, observemos
que

b11D(1:y1_b125(2_-~-_b1n D(n >0,

pois blj <0, para j=2 %2 O ey, >0.Entdo, b, =A, >0. Provemos a propo-
sicdo por inducdo em N. Para N = 1, o resultado € 6bvio pela observagéo anterior.
Supondo o resultado para 1, ...,n— 1, consideremos o sistema

R
Dy - zna:%xzﬂ Eb/za]D

L BRE A

Como b11 > 0, podemos eliminar bil, por linha-reducéo, para i = 2 e obter um
sistema equivalente
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Pl
ER i

onde
[
b,] — bij _ bl] (MR
bll
e
- [
y - yi _ yl i1
by,

Como b; <0,b,<0ey, >0parai, =2, entdo, b <Oparai# jey >0
para i = 2. O sistema (n—1)x(n-1)

?ﬁ“'%HQHE?

0 oo

&zwmﬂ@ﬁ%ﬁ

é fracamente sollvel, pois (XZ,...,Xn)Z 0. Pela hipétese de inducgéo,
béz b;k
AL: >0'parak:2'_“'n
bl'<2 bl'<k

mas
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b11 b12 blk bu b12 blk
b21 bzz b2k 0 béz b;k

S R bl AR B T R
b, by, - b |0 b, - b
pois b1l > 0.

A prova ¢ também por inducio sobre N. Para N = 1, o resultado é ébvio, pois,

por hipétese, A, =b, >0 se y, 20, entédo, X, - > 0. Supondo o resultado
1

valido para 1,...,(n—1), consideremos o sistema ([) . Ent&o, por linha-redugéo,
obtemos ([I) . Para o sistema ([0} , temos
A
A, =—%>0,
1
pois, por hipétese, A, > 0. Portanto, vale (H —S) para o sistema (0 de ordem

(n=1)x(n-1) ecomo b;;,b, <0, para i, j > 2; entéo,

— T <b <0sei#j.

bl' ij
) | b11

Por hipétese de indug&o, o sistema (LJLIL) é fortemente soltavel. Como y, 20,
entao

e, portanto, o sistema (00D tem solucéao (xz,...,xn)z 0. Neste caso,
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- yl _b12 D(Z _"'_bln D(n >0.
by,
Evidentemente, (X, X,,...,X,) 20 é a solucdo de ([J e o resultado é valido
para n, ou seja, ([) é fortemente solGvel.

1) - I) Obvio.
Consideremos sistemas da forma, que chamamos sistema basico,

X

(p_ail) D(l -, D(z T a, D(n =
—ay D(l +(p_a22) D(z T a,, D(n =
—ay D(1 - e F (p_ann)D(n =
e
(p - a11) [yl —ay Eyz T Ay [yn =
—ay [yl +(p_a22) Eyz T a,, [yn =
- aflJ"I wl - + (p - ann) Eyn =

chamado sistema dual.
j=n i=n
Sejamr, = Zaij es, = Z a
E =
Teorema 2 (Critérios de Brauer-Solow)
i)Se p>r,00 0 valem 1), Il), (H—9) para o sistema basico.
ii)Se p>s;,0j O valem I), Il), (H—9) para o sistema basico.

Prova:
Seja
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(p_ail)D(i —a, X, T a, D(n =
—ay [ +(p_azz) x, - - &, D(n =
—ay D(1 - e F (p_ann) D(n =

X, =X, =... =X, =1 éasolucédo desse sistema. Portanto, o sistema basico é fraca-

mente convergente(l). Observe-se que n&o ¢ possivel relaxar a condigdo p>r, i,

para p=r,,0i.
Seja o sistema
(p-ay) by —ay Ly, T a, Ly, =
—a, LY, t(p-ay), - - ay, by, =
&y, Eyl - e F (p_ann)[yn =
Y, =Y, =...=Yy, =1 ¢é a solugdo desse sistema. Entéo, o sistema dual ¢ fraca-

mente convergente(l); portanto, vale (H —S) para o sistema dual, ou seja,

pP-a,; ~—a; .. ~ay
-a,, p-a, .. -a

2 2 2 |>0,parak = 1.
—ay — Ay s Py

Como o determinante de uma matriz M é igual ao determinante da matriz
transposta M', concluimos que
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pP-a; ~&, .. T8
- —a oo —a

A, = % P 2 1>0,parak =21
8y T, .. P8

ou seja, vale (H —S) para o sistema basico.
Do ponto de vista econémico, é razoavel exigir

X+ X+ X _
SR " <1 paraj=12,...,n,

j
ou seja,

a; tay, +...+a, <lparaj=12...,n,

Xg +Xp ¥t

X: .
n <] para =12,...,n,
i

ou seja,

a,+a,+..+a <lparai =12,...,n.

Portanto, os critérios de Brauer-Solow asseguram a existéncia de solucdes
ndo negativas para os sistemas (I —A) . X, =De (I = (A)) - X, = V.

Dizemos que B satisfaz I), Il) e (H—9), caso o sistema B - X =Y satisfaca as
condigées I), 1) e (H-9).

Seja B uma matriz, dizemos que B é n&o negativa, B> 0, se b, >0, para
i, j ; caso bij > 0, para [i, j, dizemos que B é positiva e escrevemos B > 0. Da

mesma maneira, definimos um vetor X =(X,...,X,) =20 ou X =(x,...,X,)>0.
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Teorema 3

Seja B2 0, matriznxn, tal que b; <0 se i # j.Blexistee B*>0 seeso
se B satisfaz 1), Il), (H-9).
Prova

— SeBlexistee B™ >0, entdo, a solucéo do sistema B - X = C é dada por

X =B [C =0. Portanto, o sistema B - X = C é fortemente soltvel, ou seja, B
satisfaz I), Il), (H-9).

~ Seja
M
.. U

N
.. U
o F

o vetor (0y;,0y;..-,9;,...,0,), onde 5, =0,se i #j e d =1sei=].Como
vale (H—9), entdo o sistemaB- X = EJ tem solugdo X; = 0. A matriz cujas colunas

sdo as solucgbes Xl ,j=1,2,...néamatriz inversa B*. Como Xj >0,entdo B=0.

Corolario 4

Seja A, matrizn” n, A=0, pO0.
(pO0-A"=20sees6se (p - A) satisfazl), 1), (H-9).
Seja Amatrizn” n, A>0, pO0O, definimos o conjunto
M(A) ={p 00 |se(p O — A) satisfad), Il ),(H —S)}.
Teorema 4

Seja A, matriznxn, A=20, pO0O. M(A) = (A(A),+») e A(a) = 0.

Prova

Consideremos as matrizes (p [ — A). Como



138 Teor. Evid. Econ., Passo Fundo, v. 6, n. 11, p. 125-144, nov. 1998

p-a,; ~—a, —ay
Ak_ _b21 P—ay — Ay, _1|:pk+
g T8g .. P8y

é um polindmio unitario de grau Kem p, entéo, lim p e A, =+ . Portanto, para
valores suficientemente grandes de r, r T M(A), ou seja, M(A) * 0. Digamos que

P'OM(A), seja p=p', entdo (pd-A=(p'0—-A). Como p'OM(A), se
c'>20, o sistema (p'0-A)k=c" tem solucdo x=0, mas
(pd-Ak=c=(p'0-A)X=c'. Portanto, o sistema (p[ —A)[X=c tem
solugdo X =0, onde ¢> 0. Logo, (p [ — A) satisfaz ) e p[0M (A). Provemos que
se pOM(A), entdo, p=0. Suponhamos que p<O0, entéo,

O p-a,)X +(0,p-a,)X, +...+(5, [p—a,) X , parai=1, 2, ..,
n.

Portanto, (o — A)[X<0,[0x>0, logo, (p — A) néo satisfaz I).
Seja

A(A) =inf M(A).

Provemos que A(A) M (A).Se A(A) M (A), entéo dado c >0, existe x>0
tal que (A(A) — A)k=c. Como c >0, existe ¢ 1[I, tal que c—& [k > 0. Entao,
(A(A)-¢)0 -A)X=c-€eXx>0,ouseja, (A(A)—€)OM(A), o que é uma con-
tradigdo. A conclusdo de todas as observacées acima ¢ que M(A) ¢ um intervalo
aberto da forma (A(A),+), com A(A)=0.

Teorema 6

Seja A > (., matriznxn, entdo, A(A) é autovalor de A e existe um autovetor

X =0 de A, associado ao autovalor A(A).
Prova
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Fixemos € > 0. Seja p[OM (A), o sistema (p — A) [k =c tem uma Unica
solugdo X # 0 designemos essa solugéo por X(pP) .

Seja p'>p, como (pO-AX(p)=c=(p'0-AIXp'). entédo,
pX(p) - AIX(p) - p' X(p") + AlX(p") = 0- Portanto,

pUX(p) = x(p) — AlX(p) —x(p)) = (p" = pP) X(P).,

ou
(PO = A X(p) - x(p)) =(p" - p)X(p) 2 0.
Entdo, x(p) —x(p") =0, o que implica x(p) = x(p").
Sejar,>r,> % >r_>% > [(A) uma seqiiéncia decrescente convergindo
para / (A). Pelo que estabelecemos acima, temos X(r)EX(r)EY£x(r )£ %. A

sequéncia de vetores X(rm) n&o é limitada em A". Se essa seqtiéncia fosse limitada,
entdo, teria subsequéncia limitada pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, que asse-
gura que toda a subsequiéncia limitada em A" tem subseqiiéncia limitada. Seja

X(pmk) uma subseqtiéncia convergente de X(rm), convergindo para X 3 0, entdo
(P, O - APy ) ~ (A(A) O - A) Tk =c. Como ¢ > 0, entdo, / (A) e M(A), que

sabemos que é falso pelo teorema anterior. Portanto, ||X(pm)|| - +oo .
Por outro lado,

X(pm) 0 Sl,
[x(om)]

onde S é a esfera dos vetores X" tal que ||X|| =1. Pelo teorema de Bolzano-
Weierstrass, existe

X(Pm,)
X(Pw)|

Entao,

- xOStex=0.
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X(Pr,) C
a-A N = :
o o] e
mas —C o e (Pn O -A X(on) =(A(A 0 - A) X, portanto,
[x(o0) X(Pm,)

AAO-AXx=0,
ou seja, | (A) é autovalor de A e X3 0 é autovetor associado.
Se A matrizn” n, definimos

®(A) =sup@ | A éautovalorealde A} |
j (A) é raiz de Frobenius de A.Para A3 0, acabamos de provar que / (A) é autovalor
e como para todo r >1 (A),rl  M(A), entéo, | (A) é a raiz de Frobenius de A.

Lema 7

Seja A20e O<sxOO" talque (UO -A)X<0 - U<A(A).
Prova

Digamos que (u0 -A)k=c, entdo (ud-A-x)=-c=0. Se
U>A(A), o sistema (ul —A)y =—-Cc tem uma Unica solugdo y=0, como
-X<0, entdo, UL A(A).

Teorema 8

Se w[ C é autovalor complexo de A>0 - |w| SA(A).
Prova

Seja X = (X, X,,...,X,) JC" autovetor associado ao W, isto ¢, A[X=w, ou

a,x +a,Xx, +...+a, X =wlk,parai =12,...,n.
Ainda,

a, Ok +...+a, X | =|w x| <a, [x|+...+a, X, parai=1,2, .., n.
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Seja y = (|X1|,|X2|,...,|Xn|) 00", entao,
| Iy < ALY,

o que implica que \w\ <A(A).

Teorema 9

Seja B, matriznx n, tal que b, <0, para i # j.
B satisfaz 1), Il), (H — S) se e s6 se a parte real de todo o autovalor de B é

positiva.
Prova

— Seja A= pl —B. Escolhendo r suficientemente grande, temos A= 0.
Seja | (A) a raiz de Frobenius de A. Seja b um autovalor de B,

O=det-B 0 +B)=det-B0+p0 -A) =det(p-p4)0 .

entdo, (o — B) é autovalor de A . Portanto, |p — 3| < A(A) , ento,

p-RealB)<|p-B<A(A)<p,
entdo, Real) >0.

«—

Suponhamos que W é autovalor de B e que Realw)>0. Seja
p 00O, p0 —B = A X autovetor associado ao | (A), ento,

Bx=(pd-AXx=(p—-A(A)LX.

Portanto, (p—A(A)) é autovalor de B. Como p[I[], entdo, por hipdtese,
(p—A(A)) >0, que implica que p > A(A). Entdo, B satisfaz 1), Il), Ill), (H - S).

Teorema 10

Seja A=0, matriz n x n, | (A), a raiz de Frobenius de A, ent&o,
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p>A(A) - ;Eg%g% =(pO-A".

Prova
Consideremos

A A2 An An+1
(pD A)EE;+_+_+ ot n+1E:|_ n+l -’
P P

Como p > A(A), entdo, (o — A) é inversivel. Portanto,

I A A2 ~ An+l
E;-F?_'—_*— nl%ﬁ(pﬂ AT - n+l%

Como A > (Q, entéo,

2 n
L+A+i+...+i%§(pﬂ -A

o pz ps pn+l

uma sequiéncia ndo-decrescente limitada. Entéo,

2 n
| [ ALA ...+A%HT

gl

D~

|||_‘|||
+
+
+

n+l

e, consequientemente, —— — 0. Isso implicaque T =(p[ - AT

Coroléario 11

Se A(A) <1 - 2Ak =(1-A)"

Prova
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Pelos critérios de Brauer-Solow, sabemos que as condic¢des I), Il), (H - S) séo

satisfeitas pelas matrizes (100 — A) e (10 —(A')"), portanto, A(A),A((A')") <1.
Logo, temos que

K=l+A+A*+  +A"+
K =1+(A)+(A)*+...+(A)" +...
Podemos obter uma estimativa do erro cometido quando truncamos a série

em N. Seja a:sup{aﬂ li,j=12,..nteS =1+A+ A%+ . + A", entso,

n+l

‘klj _(S )u‘—
ese S =1 +(A*)+(A*)2 +...+(A)", a =supfg; |i,j=12...n},
Entéo,
(a )n+l
S
~(S)y=” @)
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SYNOPSIS

LEONTIF’S SYSTEMS

The objective of this article is to present some classic results for the existence of non-
negative solutions for common linear systems in input-output analysis. It is divided in two
sections. The first section presents the basics of input-output analysis, the matrix of the
technical coefficients, Leontief’s and Jones’s matrices are defined and fundamental systems
are explained. The second section presents conditions for the existence of non-negative
solutions for Leontief’s linear systems, the Hawkins-Simons’s very well-know theorem is
demonstrated, the Frobeniu’s root is defined and Newmann'’s series for Leontief’s and Jones’s
matrix is obtained.

Key-words: input-output analysis, linear systems.

SINOPSIS

SISTEMAS DE LEONTIEF

El objetivo deste articulo es presentar algunos resultados clasicos para la existencia
de soluciones no negativas para sistemas lineares comunes en analisis de insumo-producto.
O texto es dividido en dos secciones. En la primera seccidn, es presentada la matriz de
coeficientes técnicos, que es el fundamento de andlisis del insumo-producto, son definidas
las matrices de Leontief y Jones y son explicados los sistemas fundamentales. En la segunda
seccién, se presentan las condiciones para la existencia de soluciones no negativas para los
sistemas lineares de Leontief, se demuestra el muy bien conocido teorema de Hawkins-Simons,
se define la raiz de Frobeniu y se obtiene la serie de Newmann para la matriz de Leontief y
Jones.

Palabras clave: andlisis de insumo-producto, sistemas lineares.




